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Zastosowanie funkcjonalnej analizy kanonicznej
w badaniu zaleznosci miedzy wydatkami
konsumpcyjnymi w europejskich
gospodarstwach domowych

Streszczenie. Celem artykufu jest zbadanie zaleznosci miedzy wydatkami na
napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe a pozostalymi wydatkami konsumpcyjny-
mi gospodarstw domowych w 27 krajach Europy w latach 2000—2010. Wybor
krajow i przedziatu czasowego podyktowany zostat dostepnosciq i kompletnoscig
danych pochodzgcych z Eurostatu. Nowoscig zaprezentowang w tej pracy jest
rozpatrywanie lat fgcznie, a nie kazdego roku oddzielnie. Stato sie to mozliwe
dzigki przeksztatceniu danych pierwotnych na wielowymiarowe dane funkcjo-
nalne oraz skonstruowaniu korelacji i zmiennych kanonicznych dla danych prze-
ksztatconych.

Z badania wynika, ze wydatki na napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe sq
bardzo silnie skorelowane z pozostafymi wydatkami konsumpcyjnymi (wspot-
czynnik korelacji kanonicznej miedzy dwiema pierwszymi funkcjonalnymi zmien-
nymi kanonicznymi wynosi 0,99). Wydatki na napoje alkoholowe i wyroby tyto-
niowe majq prawie jednakowy wktad w budowe funkcjonalnej zmiennej kano-
nicznej Ui, natomiast najwigkszy udzial w budowie funkcjonalnej zmiennej ka-
nonicznej Vi przypada wydatkom na artykuty zywnosciowe i napoje bezalkoho-
lowe oraz wydatkom na odziez i obuwie.

Stowa kluczowe: analiza kanoniczna, wielowymiarowa funkcjonalna analiza
danych, spozycie indywidualne wedtug celu.
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Inspiracja do przygotowania tego opracowania jest artykut Marleny Piekut
(2016). W pracy podjeto si¢ empirycznego zbadania zaleznos$ci migdzy indy-
widualnymi wydatkami gospodarstw domowych na napoje alkoholowe i wyro-
by tytoniowe a pozostatymi artykutami konsumpcyjnymi gospodarstw domo-
wych w wybranych krajach europejskich w latach 2000—2010. Nowoscig
W naszej pracy jest rozpatrywanie okresu badawczego tacznie, a nie kazdego
roku oddzielnie. Mozna to byto osiagna¢ po przeksztatceniu oryginalnych da-
nych w postaci szeregéw czasowych na wektorowe funkcje cigglte, okreslone
na ustalonym przedziale czasowym, zwane wielowymiarowymi danymi funk-
cjonalnymi.

W klasycznych metodach statystycznych obiekty podlegajace badaniu charak-
teryzowane sg za pomocag cech obserwowanych w ustalonym momencie. Tutaj
zaktadamy, ze poszczegoélne kraje charakteryzowane sa za pomoca zmiennych
funkcjonalnych. Czym sg zmienne funkcjonalne? Zmienna funkcjonalna X jest
zmienng losowa przyjmujaca wartosci w pewnej przestrzeni funkcjonalnej E.
Zbior danych funkcjonalnych jest probka {X,, X,, ..., X,} (oznaczana row-

niez przez {X,(¢), X,(¢), ..., X, (1)}, jesli jest to wygodne) pobrana z rozktadu

zmiennej funkcjonalnej X. Dalej zaktada¢ bedziemy, ze E jest przestrzenig
Hilberta wszystkich funkcji catkowalnych z kwadratem na pewnym przedziale
[a, b], czyli przestrzenia L, ([a, b]).

W tym przypadku dane funkcjonalne moga by¢ przedstawione w postaci:

X(0)=Y e (1)
h=0

gdzie @p(¢) sa znanymi, ustalonymi funkcjami ortonormalnymi lub inaczej
elementami ortonormalnej bazy {¢p,, ¢\, ...}. Zauwazmy, ze reprezentacja funk-
cji za pomoca nieskonczonego szeregu ortonormalnego wymaga znajomosci
nieskonczonej liczby wspotczynnikow c,. Niestety nikt z nas nie potrafi radzi¢
sobie z nieskonczong liczba wspotczynnikéw. W zwiazku z tym do aproksyma-
cji funkcji X (¢#) wykorzystuje si¢ ucigty (skonczony) szereg ortonormalny,
zwany inaczej suma cze$ciowa, o postaci:

B
Xp(t):= bzcb¢b(t) =c'p(t) =¢'()c
=0

gdzie ¢ =(co, c1,...,c), a p(t)=(o(1), @1(1), ..., @p(1)). Parametr B, beda-
cy liczbg naturalng, nazywa si¢ punktem uci¢cia. Zazwyczaj tylko niewielka
liczba wspotczynnikow rozwinigcia jest istotna, a pozostate sg malo znacza-
ce. Prowadzi to do istotnej redukcji danych bez straty informacji w nich za-
wartej.
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Z grubsza rzecz biorgc gldwny problem statystyczny polega na optymalnym
wyborze punktu uci¢cia B oraz optymalnym oszacowaniu wspolczynnikow c,.
Problem ten bedzie opisany w dalszej cze¢$ci artykutu.

W tym miejscu nasuwa si¢ naturalne pytanie, czy w rzeczywistosci istnieja
dane funkcjonalne? Pytanie to ma istotne znaczenie, gdyz w praktyce wartosci
obserwowanego procesu losowego X (z) sa zawsze rejestrowane w dyskretnych
momentach czasu ¢ 1,, ..., t;, rzadziej lub gesciej rozmieszczonych w prze-
dziale zmienno$ci argumentu ¢. Tak wigc ostatecznie mamy zawsze do czynienia
z szeregiem czasowym {x(t,), x(t,), ..., x(¢,)} lub inaczej — z wysokowymia-
rowym wektorem obserwacji. Istnieja jednakze liczne powody, by szeregi takie
modelowac jako elementy przestrzeni funkcjonalnej, poniewaz dane funkcjonal-
ne maja wiele zalet w poré6wnaniu z innymi sposobami reprezentowania szere-
gow czasowych. Mozna wyr6zni¢ ich nastepujace zalety:

— po pierwsze, tatwo radza sobie z problemem brakujacych obserwacji, po-
niewaz w przypadku danych funkcjonalnych problem ten jest rozwigzany
poprzez wyrazenie szeregow czasowych w postaci zbioru krzywych cia-
glych;

— po drugie, dane funkcjonalne w sposo6b naturalny zachowuja strukture obser-
wacji, tj. zachowuja zalezno$¢ czasowa obserwacji i biorg pod uwage infor-
macj¢ o kazdym pomiarze;

— po trzecie, momenty obserwacji nie musza by¢ rOwnomiernie rozmieszczone
w poszczegolnych szeregach czasowych;

— po czwarte, dane funkcjonalne unikajg ,,przeklenstwa” nadmiernej wymiaro-
wosci, poniewaz szeregi czasowe zostajg zastgpione zbiorem krzywych cig-
gltych niezaleznych od calkowitej liczby punktow czasowych, w ktérych do-
konuje si¢ obserwacji.

Chociaz prace dotyczace danych funkcjonalnych pojawiaty sie juz wczesniej,
to za symboliczny poczatek metod statystycznych dla danych funkcjonalnych
nalezy przyja¢ ukazanie si¢ monografii Ramsaya i Silvermana (1997). W roku
2005 ukazato si¢ jej drugie wydanie, ktore pociagneto za sobg prawdziwy wysyp
opracowan zwigzanych z analizg danych funkcjonalnych.

Wsrod wielu metod statystycznych skonstruowanych dla danych funkcjonal-
nych poczesne miejsce zajmuja trzy metody okre§lane wspolnym mianem metod
redukcji wymiaru. Sg to analiza sktadowych gtéwnych, analiza zmiennych dys-
kryminacyjnych oraz analiza korelacji i zmiennych kanonicznych. Klasyczne
wersje tych metod zaktadaja, ze rozpatrywane obiekty charakteryzowane sa wie-
loma cechami. Tymczasem, w przypadku danych funkcjonalnych, wigkszosé
dotychczas istniejacych prac przyjmuje, ze obiekty charakteryzowane sg za po-
mocg jednowymiarowych danych funkcjonalnych. Przyktadem jest tu opra-
cowanie He, Mullera i Wanga (2004) poswigcone funkcjonalnej analizie ka-
nonicznej. Pokazuje ono rozbiezno§¢ miedzy zatozeniami metod klasycznych
i metod dla danych funkcjonalnych. Pierwszymi autorami, ktérzy podali kon-
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strukcje sktadowych gldwnych dla wielowymiarowych danych funkcjonalnych
byli Jacques i Preda (2014). Konstrukcja trzech wspomnianych metod redukc;ji
wymiaru dla wielowymiarowych danych funkcjonalnych podana zostata w pracy
Goreckiego, Krzyski, Waszaka i Wotynskiego (2016). Zastosowania sktado-
wych gtownych dla wielowymiarowych danych funkcjonalnych zostaty nato-
miast opisane w pracach Goreckiego, Krzyski, Waszaka i Wolynskiego (2014)
oraz Krzyski, Majki i Wolynskiego (2016). Nasza praca ma na celu przyblizenie
Czytelnikowi nowej techniki badawczej, a mianowicie analiz¢ kanoniczng dla
wielowymiarowych danych funkcjonalnych oraz jej zastosowanie na przykladzie
badania zwigzku migdzy dwoma zbiorami cech charakteryzujacych wybrane
kraje europejskie w ustalonym przedziale czasowym.

DOBOR ZMIENNYCH

Dane pochodza z Eurostatu i dotycza spozycia indywidualnego wedtug celu
w 27 wybranych krajach europejskich we wspomnianym juz wczesniej okresie
2000—2010. Wybor krajow i przedzialu czasowego podyktowany byt dostepno-
$cig 1 kompletnoscig danych. Klasyfikacja Spozycia Indywidualnego wedtug
Celu (Classification of Individual Consumption by Purpose — COICOP)' obej-
muje nastepujace grupy wydatkow:

1) artykuly zywno$ciowe i napoje bezalkoholowe;
2) napoje alkoholowe i tyton;
3) odziez i obuwie;
4) mieszkanie, woda, elektrycznos¢, gaz i inne paliwa;
5) wyposazenie wnetrza, sprzgty domowe i biezace utrzymanie budynku;
6) opieka zdrowotna;
7) transport;
8) tacznose;
9) wypoczynek i kultura;
10) szkolnictwo;
11) hotele, kawiarnie i restauracje;
12) roézne towary i ustugi.

Wydatki uwzglednione w grupie drugiej podzielono na wydatki na napoje
alkoholowe (cecha ¥;) oraz wydatki na wyroby tytoniowe (cecha Y;). Jede-
nascie pozostalych grup wydatkéw przyjeto jako cechy X, X», ..., Xi1.
Interesuje nas zwigzek miedzy cechami Y, i Y, oraz cechami
X1, X5, ..., X1 dla 27 wybranych panstw europejskich w latach 2000—2010
rozpatrywanych tacznie.

! Final consumption expenditure of households by consumption purpose — COICOP 3 digit —
aggregates at current prices [nama_co3_c], Eurostat, dostep 4.05.2016 r.
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DANE FUNKCJONALNE

Pokazemy teraz sposob przejscia od szeregu czasowego do funkcji ciagle;j.
Niech x; oznacza zaobserwowang wartos¢ cechy X w j-tym momencie cza-

sowym f;, gdzie j=1,2,...,J. Wowczas dane te skladajg si¢ z J par
(t;, x; ). Takie dane dyskretne mozna wygtadzié za pomoca pewnej funkcji cig-
glej x(t), gdzie tel oraz I jest zbiorem spojnym, takim ze ¢; €/, dla
j=1,2, ..., J (Ramsay i Silverman, 2005). Zat6zmy, ze funkcj¢ x(¢) mozna

przedstawi¢ jako kombinacje liniowa skoniczonej liczby B +1 ortonormalnych
funkcji podstawowych w nastgpujacej postaci:

B
KO =Y crpp(t) tel (1
b=0
gdzie {p,} jest uktadem ortonormalnych funkcji bazowych, a ¢, ¢, ..., ¢z sa

wspotczynnikami, ktore podlegaja estymacii.

Przypomnijmy, ze w przestrzeni Hilberta L, (/) funkcji calkowalnych z kwa-
dratem zbior funkcji {p,} jest nazywany ortonormalnym wtedy i tylko wtedy,
gdy iloczyn skalarny dowolnych dwoch funkcji z tej przestrzeni jest rowny:

<@i(0), 9;(1)>= [ p:(O)p; (1)t = 5

gdzie J; jest delta Kroneckera (5,»j =1, gdy i = j oraz poza tym 0). Najcze-
Sciej wybieranymi uktadami funkcji podstawowych sa bazy Fouriera oraz
Legendre’a.

Niech x = (xl, Xy eeny Xy )' bedzie wektorem obserwacji, ¢ =(co, Cly ..., Cp )'
wektorem nieznanych wspdtczynnikow, natomiast @(f) macierzg wymiaru
Jx(B+1), ktorej elementami sa wartosci ortonormalnych funkcji bazo-
wych ¢,(¢;) w kolejnych punktach czasowych ¢;, gdzie »=0,1, ..., B,
j=1,2,...,J. Wektor ¢=(co,ci, ..., cy) W wyrazeniu (1) jest estymowany
metoda najmniejszych kwadratow w ten sposob, aby minimalizowac¢ funkcje:

S(O)=(x—®(1)c)" (x—D(?)c)

Roézniczkujac funkcje S(e) wzgledem ¢, otrzymujemy estymator najmniej-
szych kwadratow postaci:
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& =(®'(f) ®(F)) D' (H)x

Estymacja wektora ¢ metoda najmniejszych kwadratow jest w tej tematyce
powszechnie stosowana, poczynajac od monografii Ramsaya i Silvermana
(2005) 1 konczac na pracy przegladowej Cuevasa (2014).

Zatézmy, ze mamy n niezaleznych zbiorow {(til,x,»l ), . (t,»J,x,»J )},
i=1, 2, ..., n. Kazdy z tych zbioré6w z osobna mozna wygladzi¢ za pomoca
pewnej funkcji ciagtej postaci:

Bi
x(=Cwpp(t) i=1,2,...,n, tel
b=0

Otrzymujemy wowczas n wartosci B;, i=1, 2, ..., n. Optymalna warto$¢ B;
dobierana jest przy uzyciu bayesowskiego kryterium informacyjnego wprowa-

dzonego przez Schwarza (1978), a w literaturze anglojezycznej oznaczanego
przez BIC:

BIC(x (1)) = Jln(%j +(+(n2)

gdzie e; =(ex, en, ..., ey ) jest wektorem bledow, takim ze e;=x;+
Bi

—Zéibgob(tj), j=L2,...,J, i=12,..., n, B; wyznacza liczb¢ elementow
=0

bazy, natomiast wspolna warto$¢ B jest warto$cig srednig z poszczegolnych war-
tosci B;. Obszerna dyskusja na temat optymalnego doboru tych warto$ci, tacz-
nie z badaniami symulacyjnymi, znajduje si¢ w pracy Waszaka (2016).

Dalej zaktada¢ bedziemy, ze funkcja ciaglta x;(¢), wygladzajaca zbidr

{(t,«L Xi1 ), ey (t,J,x,»J )}, ma nastepujaca postac:

B
xi(0)=Y Cppp(t) i=1,2,...,n, tel (2)
b=0

Dotychczas w analizie danych obiekty byly scharakteryzowane za pomoca
tylko i wylacznie jednej cechy obserwowanej w wielu momentach czasowych
(wielowymiarowos$¢ ze wzgledu na czas). Nasze rozwazania uogdlnimy na
przypadek p>2 cech. Wowczas dane sktadaja si¢ z n niezaleznych funkcji wek-
torowych x,»(t)z(x,«l (), xi2(0), ..., x,p(t))', i=1 2, ..., n, przy czym sktado-

we X () sg klasycznymi danymi funkcjonalnymi postaci (2). Zbior danych
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{x;(t), x5(2), ..., x,(¢)} nazywa si¢ zbiorem wielozmiennych danych funkcjo-
nalnych.
Zatozmy, ze d-ta sktadowa funkcji wektorowej x(¢) moze by¢ reprezentowa-

na za pomocg skonczonej liczby ortonormalnych funkcji podstawowych @ :

Bg
xd(f)zzédbfpb(f) tel, d=1,2,...,p
=0

gdzie cs sa zmiennymi losowymi, takimi ze E(cg)=0, Var(cg)<oo,
d=1,2,..., p, b=0,1, ..., B;. Niech

j— ’
C—(Clo, cees CIBs vves Cpoy «eny Cpo)

bedzie wektorem wspotczynnikéw podlegajacych estymacji metoda najmniej-
szych kwadratow, natomiast:

') 0 ... 0
0 "5 ... 0O
() = 0'5,(1) 3)
0 0 ... 0's,(1)

macierza, ktorej elementami sg ortonormalne funkcje podstawowe, przy czym
034(1)=(0o(2), @:1(2), ..., @a(t)) jest wektorem ortonormalnych funkcji pod-
stawowych, odpowiadajagcym d-tej skladowej funkcji wektorowej x(¢),
d=1,2,..., p. Wowczas funkcj¢ wektorowa x(#) mozemy zapisaé réwno-
waznie w nastgpujacej postaci:

x(t)=®(t)c tel, E(c)=0 4)

ZMIENNE KANONICZNE DLA WIELOWYMIAROWYCH DANYCH
FUNKCJONALNYCH

Klasyczna analiza kanoniczna wywodzaca si¢ z pracy Hotellinga (1936) jest
metodg pozwalajaca na badanie zaleznos$ci miedzy zespolem cech zaleznych
oraz zespotem cech niezaleznych. Jezeli zespdt cech zaleznych sktada si¢ tylko
z jednej cechy, to metoda ta jest rOwnowazna regresji wielokrotnej. Obydwa
zespoly cech obserwowane s3 na tych samych jednostkach statystycznych
w ustalonym momencie czasu. Jesli zespoty cech obserwowane sg w wielu mo-
mentach czasowych, to uzyskane dane reprezentuja szeregi czasowe. Szeregi te
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moga by¢ przeksztatlcone do postaci funkcji ciggltych okreslonych na pewnym
przedziale czasowym. Przeksztalcone dane nazywaja si¢ wielowymiarowymi
danymi funkcjonalnymi. Przedstawimy teraz konstrukcje zmiennych kanonicz-
nych dla wielowymiarowych danych funkcjonalnych, ktére nosza nazwe funk-
cjonalnych zmiennych kanonicznych. Wykorzystujac reprezentacje danych
funkcjonalnych opisang wczesniej mozemy zalozy¢, ze sktadowe Y, (¢) procesu

losowego Y (¢) oraz sktadowe X (¢) procesu X(¢#) moga zostaé przedstawione
odpowiednio za pomocg skonczonej liczby ortonormalnych funkcji bazowych
{p.} oraz {p,}:

Eg
Yg(t)zz%e(pe(t) tel, g=1,2,..,p
e=0

Fjy

Xh(t):Zﬁh/'¢j'(t) tEIz, hzl, 2, e q
7=0

Wprowadzmy dodatkowo nastepujaca notacje:

a:(alo, ceey QUEs ooy Opoy ey apEp)'
B=Bos s Birs s Byos s Bar,)
o'n@ O ... 0 ]
' "B ... 0O
(I)l(t)= 4 Ez()
0 0 .9k 0)]
') O .. 0
0’ 'B@) ... 0
(I)Z(I)Z o Fz()
0 0 . p0]

gdzie @g, ..., @g, Oraz @, ..., Pr, sa wektorami, ktorych sktadowymi sg
ortonormalne funkcje bazowe odpowiednio przestrzeni L,([;) oraz L,([5).
Uzywajac powyzszej notacji procesy Y (¢) oraz X(¢) mozna zapisa¢ w postaci:

Y()=®(Ha  E(a)=0

X()=D() E(P=0

Funkcjonalne zmienne kanoniczne U oraz V' dla procesow losowych Y (z)
oraz X(¢) mozna zdefiniowa¢ w nastgpujacy sposob:
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U=<u(t), Y(t)>= jh u' ()Y (t)dt
V=<v(t), X(t)>= Lz V()X (1)dt

gdzie funkcje wektorowe u(¢) oraz v(¢t) nazywane sa wektorowymi funkcjami
wagowymi. Funkcje wagowe u(¢f) oraz v(t¢) sa dobierane w taki sposob, aby
zmaksymalizowa¢ wspolczynnik korelacji

__ Cov(U,V)
\/ Var(U) Var(V)

)

migdzy funkcjonalnymi zmiennymi kanonicznymi U oraz V, przy dodatko-
wych warunkach ograniczajacych

Var(U)=Var(V)=1 (6)

Identyczne kryterium jest stosowane przy konstrukcji klasycznych zmiennych
kanonicznych. Wspolczynnik p nazywany jest wspotczynnikiem korelacji kano-
nicznej. Jednakze maksymalizacja tego wspotczynnika nie daje zadowalajacych
wynikow, bowiem w przypadku funkcjonalnym mozemy dowolnie wybra¢ funk-
cje wektorowa wu(t), skonstruowa¢ zmienng kanoniczng U =<u(t), Y (¢)>,
a nastepnie znalez¢ funkcje wektorowa v(¢) taka, aby wspotczynnik korelacji o
dany wzorem (5) byt rowny 1, gdzie V =<v(¢), X(¢) >. Funkcje wagowe u(t)
oraz v(t) nie daja zatem uzytecznej informacji o sile powigzan mi¢dzy zbiorami
cech, co wyraznie wskazuje na potrzebe zastosowania technik wygladzania. Pro-

stym sposobem wygtadzenia jest modyfikacja warunkéw ograniczajacych (6)
poprzez dodanie pewnego wspolczynnika kary:

UMN=Var(U)y+APEN,(u(f))=1 (7)
V™=Var(V)+APEN,(v(f))=1 (8)

gdzie wspolczynnik kary PEN, jest scatkowanym kwadratem drugich pochod-
nych, tj.:

2 ' 2 2 ! 5
PEN, (u(t)) = LI [%J % di = h(a d;;gt)uj 0 d;;gt)u s

(a0 2o
_uJ‘h( Py P dtu=u'Ru

©)
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gdzie R, = L
1

02D (1) 0*® () g
ot? ot?

oraz

2 ' 2
PEN, (v(1) :Lz(a v(t)j () 4, _ = =

or? o2 dn
(0,0 P00
=y LZ( " 3 dtv =v'R,v

(a@z(z)vj' P01y
(10)

) 02D, (1) ,82CI>2 (®)
gdzie R, :.[12( P 202 dt

Wspotczynnik kary PEN; jest uog6lnieniem wspodtczynnika wprowadzanego
przez Ramsaya i Silvermana (2005, s. 84) na przypadek wielozmienny. Wspot-
czynnik PEN, stuzy do oszacowania gtadkosci funkcji x(¢z). Kwadrat drugiej

pochodne;j [sz(t)]2 tej funkcji w momencie ¢ jest nazywany jej krzywizng
w punkcie ¢. Zauwazmy, ze linia prosta, z czym si¢ wszyscy zgadzamy, nie ma
krzywizny i jej druga pochodna w kazdym punkcie jest rowna zeru. Im wigksza
warto$¢ drugiej pochodnej funkcji x(¢#) w punkcie ¢, tym wigksza krzywizna tej
funkcji w punkcie ¢. Zatem naturalng miarg krzywizny funkcji jest scatkowany
kwadrat drugiej pochodne;j tej funkcji:

PEN, = [ [D? (x(0)] dt

Efekt wprowadzenia wspotczynnika kary jest taki, ze bierzemy pod uwage nie
tylko wariancje zmiennych kandydujacych na funkcjonalne zmienne kanonicz-
ne, ale takze krzywizny i poréwnujemy wazong sume tych dwoch wielkosci.

Pierwszy wspotczynnik korelacji kanonicznej p; i odpowiadajace mu wekto-

rowe funkcje wagowe u;(¢) oraz v(¢) mozna zdefiniowaé nastgpujaco:

Cov(<u(t),Y(t)><v(t),X(t)>)
o= JP JUu®™ym (11
wely (IF), veLa (If1) UMy

przy dodatkowych warunkach ograniczajacych
U™ = v —1 (12)

W ogdblnosci k-ty wspdtezynnik korelacji kanonicznej pr 1 odpowiadajace mu
wektorowe funkcje wagowe u;(¢f) oraz v,(¢) sg zdefiniowane w nastepujacy
sposob:
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P = sup Cov(<u(t),Y(t)>,<v(t),X(t)>) =

uely (IF), vela (1]

= Cov(< u (1), ¥ () >,< v (1), X(£) >)

gdzie u;(t) oraz v;(t) spetniaja warunek (12) oraz k-ta para zmiennych kano-
nicznych (Uy, Vi) nie jest skorelowana z k —1 zmiennymi kanonicznymi,
gdzie

U, =<llk(t), Y(f)>
Vi =<wi (1), X (1) >

sg funkcjonalnymi zmiennymi kanonicznymi. Taka procedur¢ nazywa si¢ wy-
gladzong analizg korelacji kanonicznych. Wyrazenie (o, ux(t), vi(t)) nazy-
wac bedziemy k-tym uktadem kanonicznym pary proceséw losowych ¥ (¢) oraz
X (#). Niech

lez Var(a) =E(aa’)
2.,=Var(f)=E(BB")
> =Cov(a,B)=E(a.p")

Zdefiniujmy teraz zmienne kanoniczne U* = <wu,a > oraz V™ = <v,f > od-
powiednio dla wektorow losowych a oraz pf. k-ta korelacja kanoniczna y;
i zwigzane z nig wektory wagowe u; oraz v, s3 zdefiniowane nastgpujaco:

Vi = sup  Cov(<u,a><v,B>)=u,Xu,
ueRETP yeRf+a

przy dodatkowych warunkach ograniczajgcych

7 (ZH+/1R1)uk =1

v'k (2224' ZRQ )vk =1

gdzie macierze R; i R, sa zdefiniowane odpowiednio za pomoca wyrazen (9)

oraz (10), a k-ta para zmiennych kanonicznych (U, ,7,") nie jest skorelowana

z pierwszymi k —1 parami zmiennych kanonicznych. Wyrazenie (y, us, vy )

nazywac bedziemy k-tym uktadem kanonicznym wektoréw losowych a oraz g.
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie (Gorecki i in., 2016):
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Twierdzenie: k-ty uktad kanoniczny (pi, i (¢),vi(t)), pary proceséw loso-
wych Y(t) oraz X(t) jest zalezny od k-tego uktadu kanonicznego (yi, uy, vy )
pary wektorow losowych a oraz B poprzez nastepujgce rownosci:

Pk = W
u(t) = O (Hur tel
vit) = Oy (t)vi telr

gdZie k=1, 2, ceey min(Kl +p,K2 +q), K] =E1 +E2 +"'+EP’K2 ZE +F2 +
+...+F,.
Z tego twierdzenia wynika, ze zmienne kanoniczne Uy i Vi dla pary procesow

losowych Y(¢) = ®(¢t)a oraz X(¢) = ®(¢) f sa postaci Uy = uja oraz Vi =vif3,
gdzie uy oraz v, sg wektorami wagowymi w zmiennych kanonicznych U} = uja
oraz Vi =wv; B dla pary wektorow losowych @ oraz g, k=1, 2, ..., min
(K, + p, K> +q).

Analiza korelacji kanonicznych dla wektoréw losowych a oraz # opiera si¢
na macierzach Zij, Z» 1 Zi2, ktore sa nieznane. Estymujemy je na podstawie n
niezaleznych realizacji yi(?), y2(f), ..., ya(f), postaci yir)=®@i()a;, procesu
losowego Y(¢) oraz xi(¢), x2(f), ..., xu(t), postaci xi(t) = D(?) /;’i , procesu loso-
wego X(9),i=1, 2, ..., n, gdzie:

5 (1)

6 =@",.,a9,..a",.,a" y

1EL > p0 2 T pEy,
Bi=(BYs s B s B BY) Y

Niech A = (a1,a,...,a,)" oraz B= (ﬁl ,ﬁz, ...,ﬁn)'. Wowcezas estymatory ma-
cierzy Zi1, Z»2 1 212 s3 odpowiednio postaci:
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Ponadto niech C=X:1%,, oraz D=231%,,, gdzie £, =X,,. Macierze CD
i DC majg te same niezerowe warto$ci wlasne 77, a odpowiadajace im wektory

wlasne u; oraz v, sg wyznaczane z rOwnosci:
(CD - 720 x,)it; =0
(DC — 7715y )9 =0
gdzie k=1, 2, ..., min (Kl +p, K, +q).

Wowczas k-ty uktad kanoniczny pary procesow losowych ¥(¥) oraz X(¢) wy-
znaczony z proby ma nastgpujaca postac:

i = Frer g (1) = @)ty , D (2) = Do(t) By )

gdzie k=1, 2, ..., min (K| + p, K, +q).

Stad wspotczynniki rzutu i-tej realizacji yi(f) procesu ¥(¢) na k-tg funkcjonalna
zmienng kanoniczng sa rowne:

A

U =< i (0.0 > = [, e (0)y (0t = iy

Analogicznie wspolczynniki rzutu i-tej realizacji xi(¢f) procesu X(¢) na k-ta
funkcjonalng zmienng kanoniczna sg rowne:

I}ik:ﬁiyﬁk
gdzie i=1,2, ..., n, k=1, 2, ..., min (K, + p, K, +q).

Ostatecznie wspotczynniki rzutu i-tej realizacji (xi(¢), yi(f)) procesow loso-
wych X(¢) oraz ¥Y(¢) na ptaszczyzne dwéch pierwszych funkcjonalnych zmien-
nych kanonicznych z proby sg rowne (ﬁ{ﬁl, aim ), i=12,.., n

O wkladzie poszczegdlnych sktadowych wektorowych procesow losowych
¥(¢) oraz X(f) w budowe zmiennych kanonicznych mozna wnioskowa¢ na pod-
stawie wektorowych funkcji wagowych u(¢) oraz v(¢).

Zmienna kanoniczna Uy wyznaczona jest przez wektorowa funkcje wagowa
u(Oy=(un (1), uia(?), ..., ury(?))’. Sktadowa Yi(¢) procesu wektorowego ¥(¢)=(Y1(?),
Y2(¢), ..., Yy(t)) ma najwickszy wkltad w budowe zmiennej kanonicznej Uy
w chwili ¢, jezeli:

|ukj(t)| = %2§|uki(t)|
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Niech P; bedzie polem pod modutem funkcji us(¢) na przedziale I oraz niech

J

P.
P =—L_x100%, j=1,2,..., p
T2 (13)
P.
=1

1

Sktadowa Y(f) procesu wektorowego Y(¢) = (Yi(¢), Ya(?), ..., Y,(¢)) ma naj-

wickszy wkiad w budowe zmiennej kanonicznej Uy, dla ¢ zmieniajacych si¢
w przedziale 7, jezeli:

P; =max
1<i<p

P

Analogicznie wnioskujemy dla zmiennej kanonicznej Vx.
WYNIKI BADAN EMPIRYCZNYCH

Analizg objeto 27 wybranych krajow europejskich (n=27). Analizowane da-
ne obejmuja 11 lat (J =11). Kazdy kraj scharakteryzowano za pomoca dwoch
zmiennych zaleznych Y} i Y, oraz 11 zmiennych niezaleznych Xi, ..., Xi;.

Dane pierwotne poddano unitaryzacji zerowanej, a nast¢pnie przeksztatcono na
wielowymiarowe dane funkcjonalne. Postuzono si¢ funkcjami bazowymi Fou-
riera postaci:

(/)om:ﬁ

_ |2 iy 27kt
qoZk—l(t)—\/;Sln T

_ |2 oo 2mkt
(Dzk(t)—\/;COS T

gdzie 1[0, T1, k =1, 2, ...

Gorecki i Krzysko (2012) pokazali, ze baza Fouriera prowadzi do minimalne;j
liczby wyrazéw w rozwinigciu danej funkcji w szereg, co jest cechg nadzwyczaj
pozadana, poniewaz wspotczynniki rozwinigcia pelnig role nowych zmiennych
w podejsciu funkcjonalnym.

Przedziaty czasowe I, =1,=1=[0, 11] zostaly podzielone na momenty
czasowe nastepujgco: # =0,5 (2000), £, =1,5, ..., t;; =10,5 (2010). Nastepnie
skonstruowano funkcjonalne zmienne kanoniczne odpowiadajace procesom
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losowym Y (¢) i X(¢). W celu ich wyznaczenia uzyto w obliczeniach pakietu R
(R Core Team, 2015). Maksymalny wspotczynnik korelacji kanonicznej p,
odpowiadajacy pierwszej parze zmiennych kanonicznych U; i Vi, wynosi 0,99.
Swiadczy to o bardzo silnym zwiazku migdzy wydatkami na napoje alkoholowe
i wyroby tytoniowe oraz pozostale artykuly konsumpcyjne. Obrazy dwoéch funk-
cji wagowych dla procesu Y (¢) oraz 11 funkcji wagowych dla procesu X (¢)

przedstawione sg odpowiednio na wykr. 1 1 2. Wskazniki A oraz P, dane wzo-
rem (13), odpowiadajace wydatkom na napoje alkoholowe oraz na wyroby tyto-
niowe, wynosza 54,7% i 45,3%. Swiadczy to o prawie jednakowym wkladzie
tych dwdch zmiennych w budowe pierwszej funkcjonalnej zmiennej kanonicz-
nej U;. Wskazniki P odpowiadajace zmiennym X; przedstawiono w tablicy.
Z tych danych wynika, ze najwigkszy udziat w budowie funkcjonalnej zmiennej
kanonicznej V] majg zmienne X, — artykuly Zywno$ciowe i napoje bezalkoho-
lowe (10,3%) oraz X, — odziez i obuwie (10,1%). Na wykr. 3 kazdy z krajow
przedstawiono jako punkt w uktadzie dwoch pierwszych funkcjonalnych zmien-
nych kanonicznych (¥, U;). Wykr. 4 jest powigkszong lewg dolng ¢wiartkg
wykr. 3. Wysoki stopien skorelowania wydatkow na napoje alkoholowe i wyro-
by tytoniowe oraz pozostate artykuty konsumpcyjne objawia si¢ wysokim skore-
lowaniem funkcjonalnych zmiennych kanonicznych U, i ¥; (p; =0,99), dlate-
go na wykr. 4 punkty przedstawiajace poszczegolne kraje lezg prawie na linii
prostej. Wida¢, ze wraz ze wzrostem indywidualnych wydatkow konsumpcyj-
nych gospodarstw domowych, podzielonych na 11 grup, rosng wydatki na napo-
je alkoholowe 1 wyroby tytoniowe. Z jednej strony widzimy kraje o niskich wy-
datkach na dobra i ustugi konsumpcyjne oraz niskich wydatkach na alkohol
i tyton (Malta, Lotwa, Estonia, Luksemburg, Cypr, Litwa, Bulgaria, Stowacja
i Slowenia), a z drugiej strony kraje o wysokich wydatkach na dobra i ustugi
konsumpcyjne oraz na alkohol i tyton (Niemcy, Wielka Brytania, Francja, Wto-
chy, Hiszpania i Holandia). Pierwsze miejsce zajmujg tu bezsprzecznie Niemcy,
a Polska zajela pozycje posrednia, plasujac si¢ miedzy Holandig i Grecja.

WSKAZNIKI P; ODPOWIADAJACE ZMIENNYM X;

j P/*
) R 10,292
2 e 10,121
3 9,282
4 9,357
S 7,228
6 ........ 9,955
T 9,186
8 9,267
9. 8,515
10 ....... 9,257
11 ... 7,539

716 d to: opracowanie whasne na podstawie danych Eurostatu.
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Wykr. 1. WYKRES FUNKCJI WAGOWYCH PIERWSZEJ ZMIENNEJ KANONICZNEJ
DLA PROCESU Y(y)

0,002 -

0,001 S

0,000 o

2000 2002 2004 2006 2008 2010

Z 16 dto: opracowanie whasne na podstawie danych Eurostatu.

Wykr. 2. WYKRES FUNKCJI WAGOWYCH PIERWSZEJ ZMIENNEJ KANONICZNEJ
DLA PROCESU X(y)

0,08

0,04

0,00 <

2000 2002 2004 2006 2008 2010

Z 16 dto: jak przy wykr. 1.



K. Dergegowski, M. Krzysko, L. Waszak, W. Wotynski Zastosowanie... 35
Wykr. 3. POLOZENIE 27 KRAJOW W UKLADZIE PIERWSZYCH ZMIENNYCH
KANONICZNYCH (Vy, Uy)
3,0, U, Niemcy
.
25 Wielka Brytania
.
Franci
2,0 ra{m]a
.
Wtochy
1,5
Hiszpania
1.0 y
0,5
BelglaGreCJ;a\ | ¢ Holandia "
Szwecja Y-V LPolska
-1,0 — 5 0,0 . 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
Flnlandla. rtu alléAUSt“a
Stowenia—=2 ,OéIeran 12
umunia’
E Litwa
Mal ™ Cypr Bus*gOQNrI'aCJ :
Luksemburg —
Lotwa
Z 16 dto: jak przy wykr. 1.
Wykr. 4. POWIEKSZONA LEWA DOLNA CWIARTKA WYKR. 3
Vi
0,0
-0,7 -0,6 -0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1
-0,1
Grecja+ ¢ Polska -0,2
Belgia ¢
. -0,3
Szwecjas Austria
¢ Portugalia
¢ Dania 04
Finlandiag Irlandia
Czechys ¢ Rumunia -0,5
Wegry
S’fowemao Stowacja
Estoma' ', c ﬁf Bulgaria 0,6
. Luisemburg
Maltas § o
U 0,7

Z 16 dto: jak przy wykr. 1.
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Podsumowanie

Zespot cech zaleznych sklada si¢ z dwoch cech, a zespot cech niezaleznych
z 11. Cechy te obserwowano w 27 wybranych panstwach europejskich w latach
2000—2010. Klasyczng analize kanoniczng Hotellinga mozna by zastosowac
tylko dla kazdego roku oddzielnie, a wigcc w celu uwzglednienia wszystkich lat
z okresu 2000—2010 tacznie zastosowano funkcjonalng analize kanoniczng
podang w pracy Goreckiego i in. (2016). W latach 2000—2010 wykazano bar-
dzo silny zwigzek miedzy wydatkami na napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe
oraz pozostalymi wydatkami konsumpcyjnymi. Pierwszy wspotczynnik korelacji
kanonicznej wynosit 0,99. Badanie pokazato, ze im wigksze wydatki konsump-
cyjne, tym wigksze wydatki na napoje alkoholowe 1 wyroby tytoniowe. Do pan-
stw o wysokich wydatkach na dobra i ustugi konsumpcyjne oraz na alkohol
i tyton nalezg: Niemcy, Wielka Brytania, Francja, Wtochy, Hiszpania i Holan-
dia, natomiast do panstw o niskich wydatkach na dobra i ustugi konsumpcyjne
oraz na alkohol i tyton naleza: Malta, L.otwa, Estonia, Luksemburg, Cypr, Litwa,
Butgaria, Stowacja i Stowenia. Polska nalezy do grupy panstw o $rednim stopniu
zaleznos$ci migdzy tymi zespotami cech i jest najblizsza Holandii z grupy pierw-
szej oraz Grecji nalezacej do tej samej grupy co Polska. W budoweg pierwszej
funkcjonalnej zmiennej kanonicznej dla cech zaleznych prawie jednakowy
wklad wnosity wydatki na alkohol (54,7%) i na tyton (45,3%), natomiast
w pierwszej funkcjonalnej zmiennej kanonicznej dla cech niezaleznych najwigk-
szy udzial mialy wydatki na artykuly zywno$ciowe i napoje bezalkoholowe
(10,3%) oraz na odziez i obuwie (10,1%).
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Summary. The article aims to examine the relations between expenditure on
alcoholic beverages and tobacco and other consumer expenditure of households
in 27 European countries within 2000—2010. The choice of countries and time
series was determined by the availability and completeness of Eurostat data. The
years were analysed collectively not separately, which is a novelty presented in
this paper. Such an approach was possible due the transformation of primary
data into multivariate functional ones, and then the construction of correlations
and canonical variables for transformed data.

The study shows that expenditure on alcoholic beverages and tobacco is
strongly correlated with other consumption expenditure (the canonical correla-
tion coefficient between the two first functional canonical variables is 0.99). The
expenditure on alcoholic beverages and tobacco has almost the same contribu-
tion to the construction of the functional canonical U, variable, while the ex-
penditure on food and non-alcoholic beverages and expenditure on clothing and
footwear has the largest impact on the development of the functional canonical
Vi variable.

Keywords: canonical analysis, multivariate functional data analysis (MFDA),
individual consumption according to purpose.





