Antoni DRAPELLA

O zlej radzie dotyczacej testu F Snedecora

Streszczenie. W polskojezycznych pracach (wydanych w formie drukowanej,
Jak rowniez dostepnych w Internecie) omawiajqcych weryfikacje hipotezy
o rownosSci wariancji w dwoch populacjach gaussowskich (test F) pojawia sie
rada, by oszacowania wariancji o wigkszej wartosci umieszczac¢ w liczniku staty-
styki testowej, a jako granice obszaru dopuszczalnego przyjgc stosowny kwantyl
rozktadu F. Prowadzgc w artykule rozwazania analityczne i eksperymenty nu-
meryczne pokazano, ze jest to zta rada, poniewaz idqgc za nig czyni sie rzeczywi-
sty blgd pierwszego rodzaju dwukrotnie wigkszy od zalozonego.

Slowa Kkluczowe: rozklad chi-kwadrat, rozklad F, test F, metoda Monte Carlo.

Sprawa, ktdrej dotyczy artykul, miata poczatek, gdy natrafiatem w Internecie
na materiaty dydaktyczne omawiajace m.in. test F. Autorzy tych materiatow
radzili, aby liczy¢ statystyke testowag umieszczajac wigksze z oszacowan wa-
riancji w liczniku, a mniejsze w mianowniku oraz przyjmujac za gorng granice
obszaru dopuszczalnego stosowny kwantyl rozktadu F. Okazato si¢, ze podobne
rady mozna znalez¢ np. w pracach Brandta (1998), Starzynskiej (2002) i Zielin-
skiego (1972). Ciekawe, w ilu jeszcze nowszych podrecznikach bedzie zawarta
ta sama rada, z jednoczesnym powotaniem si¢ na poprzednie. W dalszej czgsci
artykutu przedstawiono eksperymenty numeryczne pokazujace, ze jest to zta
rada, bowiem postepujac wedlug niej uzyskuje si¢ blad pierwszego rodzaju
dwukrotnie wigekszy od zatozonego. Nastgpnie przedstawiono rozwazania anali-
tyczne wyjasniajace, dlaczego tak si¢ dzieje.

By stwierdzi¢, ze rada jest zta nie potrzebujemy ani eksperymentu, ani anali-
zy. Przypomnijmy, ze zmienna losowa F podlegajaca rozktadowi Snedecora jest
ilorazem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie chi-kwadrat:

F= le/nl

Zzz/nz (12)

gdzie ni, no — liczba stopni swobody zmiennej losowej chi-kwadrat indekso-
wanych 1, 2.

Statystyke utworzong wedlug omawianej rady oznaczmy symbolem WF. Ma
ona postac:

WF=max(F,1/F) (1b)
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i oczywiscie nie podlega rozkltadowi F chocby z tego powodu, ze jej dystry-
buanta jest z definicji tozsamosciowo rowna 0 w przedziale <0, 1). Skoro staty-

styka testowa nie podlega rozktadowi F, nie moze on by¢ uzyty do wyznaczania
granicy obszaru dopuszczalnego.

EKSPERYMENT NUMERYCZNY METODA MONTE CARLO

Eksperyment jest bardzo prosty i wykonano go w Excelu. Stosowny skoroszyt
Excela mozna uzyska¢ od autora piszac na adres adrastat.@hotmail.com. Wyge-
nerowano dwa zestawy po 5000 probek. Kazda probka to 30 realizacji zmiennej
losowej o rozktadzie N(0,1). Z kazdej probki oszacowano wariancj¢. Wygene-
rowano tez 5000 realizacji b;", i=1,2,...,5000, binarnej zmiennej losowej B
o rozktadzie Pr(B=0)=Pr(B=1)=1/2. Gdy okazywalo si¢, ze b, =1, to w liczni-
ku formuly umieszczano wariancj¢ oszacowang z pierwszego zestawu, nato-
miast gdy b =0 — z drugiego. Postepujac tak uzyskiwano realizacje F*,
i=1,2,...,5000, realizacji zmiennej losowej z rozktadu zmiennej losowej F.

Korzystajac z tych samych zestawéw wyznaczono realizacje zmiennej loso-
wej WF*, i=1,2,...,5000, zawsze umieszczajac wigkszg wariancje w liczniku.
Majgc realizacje F;* oraz WF;* weryfikowano 5000 razy hipoteze Hy mowiaca,
ze wariancje w populacjach gaussowskich, z ktérych pochodzily proby sg jedna-
kowe. Konkurowala z nig hipoteza H; méwigca, ze wariancje sg roézne. Praw-
dziwa byta oczywiscie Hy. Przyjeto poziom istotno$ci « =0,1. Realizowano dwa
schematy weryfikacji:

Schemat S;

Granice obszaru dopuszczalnego to kwantyle rozkladu zmiennej losowej F
odpowiadajace prawdopodobiefistwu /2 i 1—a/2 przy 29 stopniach swobody
dla licznika i mianownika. Dolna granica obszaru dopuszczalnego wynosi
F¥ =0,537, z kolei gérna granica — F}" =1,861. Hipoteze Ho odrzucano, jesli

F*<FJ lub F*>F}F.
Schemat S, (wedlug wspomnianej rady)

Gérna granica obszaru dopuszczalnego to Fy” =1,620. Jest to kwantyl roz-

ktadu zmiennej losowej F' odpowiadajacy prawdopodobienstwu 1—a. Hipoteze
H, odrzucano, jesli WF* > Ff".
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W toku realizacji schematu S; miato miejsce 546 przypadkdéw odrzucenia Hy.
Zatem poziom istotnosci ex post wynosit 546/5000=0,1092, czyli byt roéwny
zalozonemu.

W toku realizacji schematu S, miato miejsce 1041 przypadkéw odrzucenia Ho,
zatem poziom istotnosci ex post to 1041/5000=0,2082. Jest on wiec dwukrotnie
wigkszy od zalozonego.

Na wykr. 1 przedstawiono cztery dystrybuanty oznaczone jako A, B, C, D.

Wykr. 1. TEORETYCZNE I DOSWIADCZALNE DYSTRYBUANTY
ZMIENNEJ LOSOWEJ Fi WF
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Z 16 dto: opracowanie whasne na podstawie przeprowadzonego badania.

Sa to dystrybuanty:

A — rozktadu zmiennej losowej F' dla 29 stopni swobody zaréwno w liczniku,
jak i w mianowniku;

B — doswiadczalna rozktadu zmiennej losowej F uzyskana z ,,préby” powstalej
przez 5000-krotng realizacj¢ schematu S;

C — rozktadu zmiennej losowej WF=max(F,1/F). Sposob jej wyliczenia podano
w nastepnej czesci artykutu;

D — doswiadczalna rozktadu zmiennej losowej WF uzyskana z ,,proby” powsta-
lej przez 5000-krotna realizacje schematu S,.

Dystrybuanta B pokrywa si¢ z dystrybuantg A, zatem schemat S; przynosi
statystyke podlegajaca rozktadowi F. Dystrybuanta D pokrywa si¢ z dystrybuan-
ta C, zatem schemat S, przynosi statystyke podlegajaca rozktadowi WF. Ekspe-
ryment powtdrzono, ale z jedng zmiang odnoszaca si¢ do drugiego zestawu pro-

63
Wiadomosci Statystyczne nr 3/2016



by o liczebnosci 15. Uzyskano identyczny wynik. Schemat S; skutkowat bledem
pierwszego rodzaju identycznym z zatozonym, schemat S, — dwukrotnie wiek-
szym od zatozonego.

ROZWAZANIA ANALITYCZNE

Litera F przypisana rozktadowi Snedecora jest tez powszechnie stosowana do
oznaczania dystrybuanty. Dlatego teraz zastapimy F przez X, za§ WF — przez Y.
Funkcja przeksztalcajaca warto$¢ x zmiennej losowej X w wartos¢ y zmiennej
losowej Y ma postac:

I/xgdy x<1

yzmax(x,l/x)z{xgdyle

2

Funkcje przeksztatcajgcg pokazano na wykr. 2.

Wykr. 2. ILUSTRACJA TECHNIKI WYZNACZANIA DYSTRYBUANTY
ZMIENNEJ LOSOWEJ WF
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3 F(Y)=Pr(Y<2) ) = Pr(0,5<X<2) \
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warto$ci zmiennej losowej wtornej y= max{x,1/x}

Wartosci zmiennej losowej x (pierwotnej)

716 dto: jak przy wykr. 1.
Kierujac si¢ nim otrzymujemy:
Fr(») =Pr(Y <y)=Pr(l/y < X < y)=Fx (y) - Fx (1/ y) (3)
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Przebieg dystrybuant zmiennej losowej X i1 ¥ pokazano na wykr. 3, gdzie:

a  — blad pierwszego rodzaju, czyli poziom istotnosci testu;

Aa — przyrost btedu pierwszego rodzaju spowodowany zastosowaniem nie-
wlasciwego rozktadu statystyki testowej w schemacie S, czyli rozkla-
du F;

F  — krzywa oznaczajaca dystrybuante rozktadu zmiennej losowej F;

WF — krzywa oznaczajaca dystrybuante zmiennej losowej WF;

NGr — niewlasciwa granica obszaru dopuszczalnego;
WGr — wlasciwa granica obszaru dopuszczalnego.

Wykr. 3. ILUSTRACJA PRZYCZYN WZROSTU PRAWDOPODOBIENSTWA
BLEDU I RODZAJU
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Zrédto: jak przy wykr. 1.

Wykres pomaga w wyjasnieniu, dlaczego postepujac wedtug S, popeia si¢
btad pierwszego rodzaju znacznie wigkszy od zalozonego. Rozklad F ma t¢
szczegblng wilasciwos¢, ze ok. 50% prawdopodobiefistwa lezy w przedziale
(0,1) i, co bardzo wazne, zmiana liczby stopni swobody niewiele te frakcje
zmienia. Zatem potowa (!) prawdopodobienstwa musi by¢ przy przejsciu od X
do Y przemieszczona powyzej jedynki.

Niech « bedzie przyjetym poziomem istotnosci testu. Kwantyl rozkladu
zmiennej losowej Y (czyli WF) odpowiadajacy prawdopodobienstwu 1—«a be-
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dzie z opisanego powodu znacznie wigkszy od odpowiadajacego temu samemu
prawdopodobienstwu kwantyla rozktadu zmiennej losowej X (czyli F). Nawet
jesli Hy jest shuszna, to 12% realizacji statystyki testowej powstatej w toku obli-
czen prowadzonych wedlug schematu S, wpadnie migdzy NGr i WGr. Wzrost
btedu pierwszego rodzaju i tak jest maly, jak na to, co mogloby by¢, gdyby po-
wstajacy w wyniku przeksztalcenia (2) rozklad zmiennej losowej Y (WF) nie
wypigetrzat si¢ tuz za jedynka, a réstby mu tzw. ,,ogon”.

Podsumowanie

Weryfikujac testem F hipotez¢ o rownosci wariancji w dwdch populacjach
gaussowskich, mozna postgpowac dwojako:

e losowo przydziela¢ oszacowania wariancji do licznika i mianownika, czyli
zrealizowa¢ schemat S;. Generatorem liczb losowych binarnych o rozktadzie
rownomiernym moze by¢ chociazby moneta lub kostka;

e wicksze co do warto$ci oszacowanie umieszczaé¢ w liczniku, mniejsze w mia-
nowniku, czyli realizowac¢ S,. Z kolei jako gorng granice obszaru dopuszczal-
nego przyjmowac kwantyl rozktadu F odpowiadajacy prawdopodobienstwu
1 -« 1odrzuca¢ stuszng Hy dwa razy czgsciej niz si¢ zamierzato.

prof. dr hab. Antoni Drapella — Akademia Marynarki Wojennej w Gdyni
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Summary. Readers of some domestic statistical textbooks and Internet publi-
cations related to F test are advised to accomplish the following test scheme:
After having sample variances calculated use quotient of greater to smaller of
them as the test statistics. Then take 1—a quantile of the F distribution as the
critical value. This paper identifies this advice to be wrong and gives reason for
it: test statistics in question definitely does not follow the F distribution. So,
derivation of the proper test statistics named WF as well as the method of cal-
culating WF's cumulative distribution function is given. Analytical considera-
tions are confirmed by two Monte Carlo experiments. These show that following
the advice one makes first type error two times greater than wanted.

Keywords: the F distribution, the chi-square distribution, the Snedecor test,
the Monte Carlo method.
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Pe3tome. B paspabomkax Ha nOIbCKOM si3biKe (ONYOIUKOBAHHBIX 6 NeYANHOM
guoe u docmynuvix 6 Humephneme) 06cyicoaroumux npogepky cunomesvl paeeH-
cmea oucnepcuu 8 08yX 2aycco8cKux nonyusyusx (kpumepuil F) nosensiemcst
cogem, umoobl OYeHKU OUCNEPCUL C OONLUUM 3HAYEHUEeM NOMewams 6 cuem-
YuKe Mecmosol CMamucmuKky, a 6 Kaiecmee cpanuybl OONyCmumol niowaou
NPUHAMb COOMEEeMcmeylouuli Keanmuib pacnpederenus F. I[lpeocmaesnsis 6 cma-
mbe aHaIumuyecKue COOOPANCeHUs. U YUCTeHHble IKCNEPUMEHMbL ObLIO NOKA-
3aHO, YMO 3MO NIOXOU CO8em, MAK KaK Ciedys emy 0elaemcs peaibHas OuuoKa
nepeoeo suda 068a pasa boavule uem nIAHUPOBAHHASL.

KuroueBble ci1oBa: pacnpesesieHue Xu-KBaapar, pactpeaeneHue F, kpurepuit F,
metoa MonTte Kapiio.
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